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INTISARI 
Fungsi Green merupakan salah satu metode yang dapat menyelesaikan persamaan diferensial biasa 
linear nonhomogen. Akan tetapi, fungsi Green harus dikonstruksi terlebih dahulu. Tujuan dari penelitian 
ini yaitu mengkonstruksi fungsi Green pada persamaan diferensial linear orde   nonhomogen melalui 
metode transformasi Sumudu. Persamaan diferensial biasa linear orde   nonhomogen dengan syarat  
awal  (   )( )   (   )( )     ( )    ditransformasi dengan transformasi Sumudu. Kemudian 
dikonstruksi ke bentuk  ( )    ( ) ( ) dengan  ( ) merupakan transformasi dari  ( ) dan  ( ) 
merupakan transformasi dari  ( )  dan ditransformasi dengan invers transformasi Sumudu, sehingga 
diperoleh fungsi Green 
 ( )     *
    
                      
+  
 
Kata Kunci : Persamaan diferensial, Transformasi Sumudu, dan Fungsi Green. 
 
PENDAHULUAN 
     Matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang mempunyai peranan penting bagi ilmu 
pengetahuan lainnya seperti Fisika, Biologi, Kimia, Ekonomi, dan lain sebagainya. Persamaan 
diferensial merupakan bagian dari ilmu matematika yang mempunyai peranan penting dalam ilmu 
pengetahuan tersebut. Ada dua jenis persamaan diferensial yang dikenal yaitu  Persamaan Diferensial 
Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Persamaan diferensial biasa yaitu persamaan 
yang hanya melibatkan satu variabel bebas sedangkan persamaan diferensial parsial yaitu persamaan 
yang melibatkan lebih dari satu variabel bebas [1].  
    Suatu fungsi   dikatakan penyelesaian persamaan diferensial jika persamaan itu dipenuhi ketika 
   ( ) dan turunan-turunannya disubstitusi ke dalam persamaan diferensial. Persamaan diferensial 
linear orde   dapat diklasifikasikan berdasarkan kehomogenan, yaitu PDB linear homogen dan PDB 
linear nonhomogen. PDB linear nonhomogen memiliki penyelesaian umum yaitu        , 
dengan    merupakan penyelesaian homogen dan    merupakan penyelesaian nonhomogen. 
Persamaan diferensial linear orde   nonhomogen dengan koefisien konstan seringkali diselesaikan 
dengan metode koefisien tak tentu, variasi parameter, metode invers operator dan lain sebagainya. 
Selain metode tersebut persamaan diferensial linear orde   nonhomogen dengan koefisien konstan 
juga dapat diselesaikan dengan metode fungsi Green. 
     Fungsi Green pertama kali dipublikasi oleh seorang Matematikawan berkebangsaan Inggris yang 
bernama George Green [2]. Salah satu kegunaan fungsi Green yaitu untuk menyelesaikan persamaan 
diferensial. Fungsi Green dapat digunakan untuk menentukan solusi khusus dari suatu persamaan 
diferensial, akan tetapi mengkonstruksi terlebih dahulu bentuk dari fungsi Green untuk persamaan 
diferensial linear orde   nonhomogen tersebut. 
     Konstruksi fungsi Green dapat dilakukan dengan beberapa metode. Diantaranya, fungsi Green 
dikonstruksi dengan metode transformasi Laplace [3]. Selain itu, fungsi Green juga dapat dikonstruksi 
dengan metode variasi parameter [4]. Pada penelitian ini, konstruksi fungsi Green ditentukan 
menggunakan metode transformasi Sumudu. Metode transformasi Sumudu merupakan transformasi 
yang identik dengan transformasi Laplace. Metode ini pertama kali diperkenalkan oleh Watagula’s 
pada tahun 1993. Transformasi Sumudu juga merupakan transformasi integral yang dapat digunakan 
untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa dan masalah rekayasa kontrol [5]. 





     Persamaaan yang melibatkan turunan dari satu atau lebih variabel terikat terhadap variabel bebas 
disebut persamaan diferensial [6]. Suatu persamaan diferensial biasa  
 (         ( ))    
dikatakan linear jika   adalah linear dalam variabel-variabel           ( ). 
Definisi 1 [6] Persamaan diferensial biasa linear orde   dengan   merupakan variabel bebas dan   
sebagai variabel terikat, dapat dituliskan sebagai berikut: 
  ( ) 
( )      ( ) 
(   )      ( ) 
    ( )   ( )                           (1) 
Jika  ( )    maka Persamaan (6) disebut PDB linear homogen, sedangkan jika   ( )    maka 
Persamaan (1) disebut PDB linear nonhomogen.  
Contoh 2 Klasifikasi persamaan diferensial. 
                                                                                                                                      (2)                                          
           ( )                                                                                                                       (3) 
                                                                                                                                        (4) 
Dari Contoh 2 dapat diketahui bahwa Persamaan (2) merupakan PDB linear orde 3 homogen, 
Persamaan (3) merupakan PDB linear orde 2 nonhomogen dan Persamaan (4) merupakan PDP orde 1. 
Selain persamaan diferensial linear orde   nonhomogen, fungsi Green juga dapat menyelesaikan 
persamaan Euler-Cauchy orde dua, dengan mengubah terlebih dahulu persamaan Euler-Cauchy orde 
dua tersebut ke bentuk persamaan diferensial linear orde dua koefisien konstanta. 
FUNGSI GREEN PADA PERSAMAAN DIFERENSIAL 
     Fungsi Green merupakan salah satu metode penyelesaian yang dapat digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial dengan mengkonstruksinya terlebih dahulu. Fungsi Green untuk 
masalah nilai awal dapat dikonstruksi dengan menggunakan metode transformasi Sumudu.  
     Fungsi  (   ) dikatakan fungsi Green untuk masalah nilai awal pada Persamaan (1) jika memenuhi 
kondisi berikut ini [4]: 
1.  (   ) terdefinisi pada daerah       dari semua titik (   ) dengan   dan   terletak dalam 
selang  . 




   
   
   
   
   
 merupakan fungsi yang kontinu pada      . 




solusi Persamaan (1) yang memenuhi syarat awal. 
TRANSFORMASI SUMUDU 
     Transformasi Sumudu merupakan salah satu metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 
persamaan diferensial biasa. Transformasi Sumudu juga merupakan salah satu bentuk transformasi 
yang berbasis integral dan didefinisikan untuk fungsi orde eksponensial. Misalkan fungsi   pada 
himpunan   didefinisikan sebagai berikut 
  { ( )              ( )    
   
  ⁄    (  )  ,   )} 
dengan   merupakan konstanta dan       dapat bernilai berhingga ataupun tak berhingga [7]. 
Diasumsikan bahwa fungsi   merupakan fungsi dari   dan didefinisikan transformasi Sumudu sebagai 
berikut [8] 








 ( )                                                       (5)  
Contoh 3 Tentukan transformasi Sumudu dari  ( )       
Penyelesaian:  
Transformasi Sumudu dari  ( )      , dengan menggunakan Persamaan (5). 
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Jadi transformasi Sumudu dari  ( )       adalah 
 
    
   
Salah satu sifat pada transformasi Sumudu yaitu sifat konvolusi yang mana sifat tersebut digunakan 
untuk mendapatkan fungsi Green.  
Definisi 4 [9] Jika   dan   fungsi pada   maka konvolusi dari fungsi     didefinisikan sebagai 
berikut 
(   )( )  ∫ (   ) ( )    
Misalkan       maka       sehingga berlaku (   )( ) dengan kata lain [9].   
(   )( )  ∫ ( ) (   )    
Adapun bentuk teorema konvolusi pada transformasi Sumudu sebagai berikut. 
Teorema 5 [7] Misalkan  ( ) dan  ( ) adalah transformasi Sumudu masing-masing dari fungsi 
 ( ) dan  ( ), maka konvolusi dari fungsi   dan   adalah  
 ,(   )( )-    ( ) ( )  
Bukti: 
Diketahui  ( ) dan  ( ) merupakan masing-masing transformasi Sumudu dari fungsi  ( ) dan 
 ( ). Misalkan  
 ( )  
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Akan ditunjukkan bahwa  ,(   )( )-    ( ) ( ) 
  ( ) ( )   *(
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Misalkan 2:      maka       dengan   ,   - 
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INVERS TRANSFORMASI SUMUDU 
     Jika transformasi Sumudu dari  ( ) adalah  ( ) maka fungsi  ( ) merupakan invers transformasi 
Sumudu dari  ( ) dengan notasi sebagai berikut [8] 
 ( )     , ( )-  
Berdasarkaan Persamaan (5), diperoleh transformasi Sumudu dari beberapa fungsi yang disajikan pada 
Tabel 1 [7]. 
 Tabel 1. Transformasi Sumudu dari Beberapa Fungsi 
    
 
 
MENGKONSTRUKSI FUNGSI GREEN DARI PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA 
LINEAR ORDE   
     Pada penelitian ini, konstruksi fungsi Green dari PDB linear orde   dengan metode transformasi 
Sumudu. Diberikan PDB  linear orde   nonhomogen dengan koefisien konstanta 
                
( )       
(   )       
       ( )                                     (6) 
dengan     . 
Transformasi Sumudu dari Persamaan (6) sebagai berikut 
 , ( )-   ( ) 
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  untuk   *       +  
dengan syarat awal   (   )( )   (   )( )     ( )   , maka diperoleh 
 [ ( )( )]  
 
  
 ( )  untuk   *       +                                                                                 (7) 
 , ( )-   ( )                                                                                                                              (8) 
Selanjutnya substitusi Persamaan (7) dan (8) ke Persamaan (6) dengan  , ( )-   ( ) sehingga 
diperoleh 
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Berdasarkan definisi transformasi Sumudu yaitu Persamaan (5) maka  ( ) merupakan transformasi 
Sumudu dari  ( ) dan ( ) merupakan transformasi Sumudu dari  ( ). Kemudian, dengan teorema 
konvolusi yaitu Teorema 5 dengan  ( ) dan  ( ) yang merupakan masing-masing transformasi 
Sumudu dari  ( ) dan  ( ) berlaku  
  ( ) ( )   ,(   )( )- 




sehingga diperoleh  




dengan  menggunakan invers transformasi Sumudu maka 
 ( )     , ( )- 








Dengan demikian diperoleh bentuk fungsi Green untuk Persamaan (6) dengan metode transformasi 
Sumudu, yaitu 
 ( )     *
    
                      
+ 
dengan   ( )  ∫  ( ) (   )   
 
 
 merupakan solusi untuk Persamaan (6). 
Contoh 6 Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial      dengan nilai awal  ( )    
menggunakan metode fungsi Green yang telah dikonstruksi.  
Penyelesaian: 
Diketahui persamaan diferensial      dengan            maka diperoleh  ( ) sebagai berikut 
 ( )     *
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Jadi, 
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Contoh 7 Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial          dengan nilai awal  ( )  
  ( )    menggunakan metode fungsi Green yang telah dikonstruksi.  
Penyelesaian:  
Diketahui persamaan diferensial          dengan            dan      maka diperoleh 
 ( ) sebagai berikut 
 ( )     0
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   (   ) 
Jadi,  


















            
Contoh 8 Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial           dengan nilai awal  ( )  
  ( )     ( )    menggunakan metode fungsi Green yang telah dikonstruksi.  
Penyelesaian:  
Diketahui persamaan diferensial           dengan                 dan      maka 
diperoleh  ( ) sebagai berikut 
 ( )     *
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Jadi,  
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Contoh 9 Tentukan penyelesaian persamaan Euler-Cauchy berikut ini dengan nilai awal  ( )  
  ( )    menggunakan metode fungsi Green yang telah dikonstruksi 
  
   
   
   
  
  
       
Penyelesaian: 
Dengan mensubstitusikan   
   
   
 
   










 dan      maka diperoleh persamaan 
diferensial linear nonhomogen sebagai berikut 
   




       
Diketahui persamaan diferensial               dengan             dan      maka 
diperoleh  ( ) sebagai berikut 
 ( )     0
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Jadi diperoleh penyelesaian untuk persamaan Euler-Cauchy    
   
   
   
  
  
      yaitu 
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KESIMPULAN 
Berdasarkan hasil penelitian ini dapat disimpulkan bahwa: 
1. Fungsi Green untuk persamaan diferensial biasa linear orde   nonhomogen dengan nilai awal  
 (   )( )   (   )( )    ( )    menggunakan transformasi Sumudu yaitu  
 ( )     *
    
(                      )
+ 
2. Fungsi Green yang diperoleh dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa 
linear nonhomogen dengan nilai awal  (   )( )   (   )( )     ( )    yaitu  
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